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’J 7.1. Zginanie - przypadki ,,z zycia” inzynierow - i nie tylko...
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mJJ 7.2. Zginanie - rownowaga sit wewnetrznych i naprezen

ll\

N = j g,dA - rozcigganie/sciskanie
A
T, = | ]
X = sz dA
Ja e
: - - Scinanie
T, = T,y dA
Ja -
M, = j o,y dA :
4 - - zginanie
M, = f g, xdA
' A

Mg = j (Tzy X — Tz ¥) dA - skrecanie
A




M“UJ 7.3. Sity wewnetrzne w belkach
AGH

Belka — element konstrukcji o ksztatcie preta, tj. o dtugosci znacznie wiekszej od wymiarow
poprzecznych, poddany w dominujgcym stopniu zginaniu.
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ll“]m 7.3. Sity wewnetrzne w belkach

AGH
_ _ = P. q P
P, /P |I / (Y] 1
. ; ‘ . M,
— M, N k r
R; / T T J
Sita poprzeczna (sita tngca) w danym przekroju belki, jest algebraiczng sumg wszystkich sit

poprzecznych (prostopadtych do osi belki) dziatajgcych po jednej stronie rozpatrywanego
przekroju.

——VUmowa dotyczaca znakow sit poprzecznych:

~|




l“m 7.3. Sity wewnetrzne w belkach
AGH

AN

E

— M
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Moment zginajacy (M,) w dowolnym przekroju belki poddanej dziataniu ptaskiego
dowolnego ukfadu sit jest algebraiczng sumg momentow pochodzgcych od wszystkich
obcigzen dziatajacych po jednej ze stron tego przekroju, obliczanych wzgledem jego srodka
ciezkosci.
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q
=

—Umowaﬁdﬁoty_cig_cfa);gakéw momentow zginajacych:




Il 7. wicay beres

AGH

Charakterystyczne rodzaje wiezow belek i zwiazane z nimi sily reakcji.

a) podpora przegubowa
przesuwna
reakcja prostopadta do
ptaszczyzny przesuwu

b) podpora przegubowa stata
sita reakcji o dowolnym kierunku
(dwie sktadowe reakcji)

c) utwierdzenie (wspornik)
sita reakcji o dowolnym kierunku
(dwie sktadowe reakcji) oraz
moment utwierdzenia

c) utwierdzenie przesuwne
moment utwierdzenia oraz
sita reakcji prostopadta do
ptaszczyzny przesuwu




]]U 7.5. Zaleznosci pomiedzy sitami wewnetrznymi a obciazeniem
ciqagtym belek - tw. Schwedlera-Zurawskiego

lll

AGH
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q=q(z)
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]]U 7.5. Zaleznosci pomiedzy sitami wewnetrznymi a obciazeniem
ciqagtym belek - tw. Schwedlera-Zurawskiego

lll

AGH

* q =q(z)
IERRRIRREAR! é 1 1 ARRRRXxxxX! :

B R;

BESAE S

Zr.l_lFiyZO W A +q2)dz+f+dT =0

dT
g »‘I(Z):—E
. 2

—Whniosek:

W zakresie dtugosci belki gdzie obcigzona jest ona
statym co do wartosci obcigzeniem ciggtym
(q(z) = const # 0) sita tnaca opisana jest
rownaniem pierwszego stopnia (zmienia sie
liniowo)




mJJ 7.5. Zaleznosci pomiedzy sitami wewnetrznymi a obciazeniem
ciagtym belek - tw. Schwedlera-Zurawskiego

AGH
q = q(z)
arro T U sy
_ [ | o "7
Rl \ Z o l3 n R]
e - M;, = s e
Y i=1
(dz)?
L M- 9@—=—-T+dDdz+ (Mg +dMg) =0
o 9@ g ~ 9
J | L M -a sz+}{g+dMg=0
T R
M_+ dM !
M g g dM
g —TdZ + dM = 0 = 9
(‘ b ] D =51
O 4  _ Z_Wnioski:
T +dT

v" Pochodna funkcji momentu zginajacego po wspétrzednej
wzdtuz osi belki jest rowna sile poprzecznej.

dz B v" Ekstremum momentu zginajacego wystapi w przekroju
gdzie sita poprzeczna jest rowna zero.

< Q




k“w 7.5. Zaleznosci pomiedzy sitami wewnetrznymi a obcigzeniem
s ciqgtym belek - tw. Schwedlera-Zurawskiego
A

’ 1 q=q(z)
1 _L‘I i 2XR XX Raxxx 2222
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= RARER

Nng_kSCh\A:edlera;;vZu rawskiego ﬁ

| B z dT ‘
q\Z) =
- -> ()t
i 7) = —
Mg = dMg | dM q dZZ
’ T(2) dzg
74 3
T +dT - /
—Whiosek:
W zakresie dtugosci belki gdzie obcigzona jest ona statym

co do wartosci obcigzeniem ciggtym (q(z) = const # 0)
moment zginajacy jest opisany réwnaniem drugiego
stopnia (zmienia sie wedtug paraboli).
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AGH

Przykiad 7.1

Dane: a, b, P

mJJ 7.6. Wyznaczanie sit wewnetrznych w belkach - przyktady

Szukane: Wykresy T(z), M,(z)

n
Z MiA=O @—Pa+RB(a+b)=O
i=1

Mq \J Pab

a+b

Q R. — Pa
) B a+b

= Pb
B Ry= a+b

Ka 7 0<z<a Pb

u Pa/(a+b) ltRB Mgz =Ry 2 “a+b ’ Pab

x i I > a
G F oo o=

"l II“I a<z<a+b

—Spostrzezenia:.
— -

1) W miejscu dziatania skupionej sity poprzecznej
wystepuje skokowa zmiana wartosci sity tnacej.

2) Na koncach belki, o ile nie dziata tam moment
skupiony, moment zginajacy jest réwny zeru.

My, =R, z—P(z—a) =a+b-z—P(z—a)
Pab
Mg(z=a) = a+b Mgz=a+p) = 0
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AGH Dane: |, q

Przyktad 7.2

: z

ql*/8

M

9y

_§Bostrzeienia:
3) W zakresie dziatania niezerowego obcigzenia
ciggtego sita tngca zmienia sie liniowo, za$s
moment zginajacy wedtug paraboli.

4) W miejscu gdzie sita poprzeczna osigga wartos¢
zero wystepuje ekstremum momentu zginajacego.

mJJ 7.6. Wyznaczanie sit wewnetrznych w belkach - przyktady

Szukane: Wykresy T(z), M,(z)

n l
MiA=O Q —ql—+RBl=O
i=1 2
n [
Z Mp=0 = gl-——R,l=0
i=1 l 2
q
R.=R.=—
A B 2
0<z<l l
q
Ty =Ri—qz = —qz
ql ql
Ta=0) =~ Te-p=—%
ql l
T(Z:ZO) — ? - qu == O I# ZO — E
z ql z*?
M =R, 'Z —-qg-z2-— =—z—q —
9(2) A q-z 2 5 Z q 2
Mgz=0)=0 Mye=py =0
ql 1 1> ql?

Mgz=z,=172) =55~ 4"




mJJ 7.6. Wyznaczanie sit wewnetrznych w belkach - przyktady
Dane: a, b, M Szukane: Wykresy T(z), M,(z)

lll

AGH

Przykiad 7.3

n
Z Mp=0 = M—R,(a+b)=0
i=1

r M/l(lil+b) o
R, w Rs Q RA=a+b
_Mb b z MO <z <Ra "
a+b g(z) = A" Z = *Z
H v a+b Ma
DM Z Mg=0) =0 Mge=0) =77
M Ma a<z<a+b
y
g a+b Mg(z)=RA'Z—M Mg(z)=a+b'Z—M
_Spostrzezenie: _ a _ ( ) _ Mb
= M, oy = —M = —1|=-
9=0) " q + b a+b a+b

5) W miejscu dziatania skupionego momentu

wystepuje skokowa zmiana wartosci momentu
zginajacego. Mg(z=a+b) =0




mJJ 7.6. Wyznaczanie sit wewnetrznych w belkach - przyktady

ll\

AGH Przyktad 7.4 Dane: a, q Szukane: Wykresy T(z), M,(2)
M = qa?
) 0<z<2a
B
T(z) = qz
y T(Z:O) =0 T(z=2a) = an
1 M, =M-qz = = qa® — f
2qa T 9g(z) — q 2 =q q 2
p 2 2
< Mgy,-0) = qa My1=24) = —qa
R, +
—2qa
—qa® 2a<z<3a
=)= T;)=q-2a—P =2qa—4qa=—2qa
B © B[l M
My qaz qaz Mg(z) =M—q-2a-(z—a) +P(z—2a)
M
? M, = qa* + 2qa* — 2qaz + 4qaz — 8qa*
>0

\ M <0 Mg, = 2qaz — 5qa*

(UJ} ’y Mg(=2a) = —9a*  My(z=3q) = qa*




mJJ 7.6. Wyznaczanie sit wewnetrznych w belkach - przyktady

lﬂ

AGH Przykiad 7.5 Dane: a,q Szukane: Wykresy T(z), M,(z)
= qa® 1. Wyznaczanie reakgji:
M = qa?
zileiB =0 = —qaz —+ Rg,a=0
L R, =2
By — E qa
=1 S




HIJJ 7.6. Wyznaczanie sit wewnetrznych w belkach - przyktady

lll

AGH Przyktad 7.5 Dane: 3, Szukane: Wykresy T(z), M,(2)

3

3
R, = 794 Rp, = qa Rp, = 544

2. Wyznaczanie sit poprzecznych:
0<z,<a
T(zl) =—qz;, = T(z1=0) =0 T(z1=a) = —qa

0<z,<a

3 3
T(ZZ) = —RA= _Eqa I’ T(Zz=0) = T(zz=a) = —Eqa

0<z;<a
Te)=Rp =aa = T@0=T-0) = qa




lll

Przyktad 7.5

Dane: a, q

2 R _3
A—an

Z,

O Mgz1=0) = 0 ,

g -—_.zq\az
qa*
2, —qa’

0< Z4 < a Mg(zl) = —qZI? = —q?

mJJ 7.6. Wyznaczanie sit wewnetrznych w belkach - przyktady

Szukane: Wykresy T(z), M,(z)

3

Rpx = qa Rpy = 5qa

2

3. Wyznaczanie momentow zginajagych:

Zq

az

Mg(zl=a) = —q 7
2

a“ 3

a
0=z, Mgy = —q— —~ RAZ; = —~q— — 5 qaz,

o>
C¥ Mg(z2=0) = —0~

0<z;<a: My, 3 = —Rp, z3 = —qaz,

L Mg(z3-0) = 0

2
M g(z2=a) = _anZ






